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CAPITULO 3
CARACTERISTICAS DE UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS: )
TENDENCIA CENTRAL, DISPERSION Y FORMA. LA DISTRIBUCION NORMAL

La observacion visual de las representaciones graficas de las distribuciones de
frecuencia es, sin duda alguna, un método elemental y aproximado para el analisis de
sus propiedades. E1 investigador necesita, a tal fin, disponer de procedimientos de
medicion mas precisos para estudiar las caracteristicas mas sobresalientes de las
distribuciones de frecuencias, asi como tener un buen conocimiento de los posibles
sesgos que puedan introducirse al utilizar tales instrumentos de medicion. En el presente
capitulo estudiaremos los instrumentos de medida utilizados para caracterizar las
distribuciones de frecuencias.

3.1. CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION UNIVARIABLE

Vamos a aproximarnos a este tema a través de la exposicion de un ejemplo basado
en una investigacion real. En un intento por desarrollar una medida fiable y relevante
para el estudio de variables sociopsicologicas, Diez Nicolas y Torregrosa (1967, pags. 77y
sigs.) aplicaron la escala de Cantril en la realizacion de una encuesta sobre «El mundo en
el ano 2000», tal como es imaginado por la poblacion espafola. La escala consiste en un
continuum y se le pide al sujeto que defina, sobre la base de sus propios supuestos,
percepciones y valores, los dos extremos de lo «<bueno» y lo «malo» o de lo «mejor» y de lo
«peor» en relacion a un tema concreto.

En el caso concreto del estudio de Diez Nicolas y Torregrosa, el entrevistado sitia
en el extremo superior de la escala sus deseos y esperanzas tal como él mismo las
concibe, y cuya realizacion constituiria «la mejor vida» posible para él. En el otro extremo,
el entrevistado expresa sus miedos y preocupaciones, es decir, «lo peor» que podria ocu-
rrirle. Una vez establecidos estos dos puntos extremos, y utilizando el continuum de 1 a
9, se le pregunté a cada entrevistado donde creia que estaba situado en la actualidad,
donde creia que estaba situado hace cinco anos y donde creia que se situaria dentro de
cinco anos.

La aplicacion del instrumento de medida a una muestra de 110 personas produjo
los siguientes resultados (tabla 1):



TABLA 1

Distribucion de las posiciones asignadas por el entrevistado
en la escala de Cantril a si mismo en el momento presente,
hace cinco afios y dentro de cinco avios

Escala de Cantril Pusado (%) Presente (%) Futuro (%)
1 6 — 1
2 7 3 —
3 16 4 2
4 11 16 4
O T 25 21 12
0 ine e GENIERA BB SN S (S 68 am 11 25 16
A R 12 18 31
8 6 4 18
O ook s G B e Bk e e e 4 T 14
No sabe, no contesta ... ... ... ... 2 7. 2

TOYAL,: ci 5o i i oo coms (100) (100) (100)

FuenTte: J. DIEz Nicorss v J. R. TorRfEGROSA, «Aplicacion de la Escala de Cantril
en Espana», REOP, 1967, pag. 84.

La distribucion porcentual de las respuestas pone de manifiesto la existencia de un
cierto optimismo al evaluar la poblacion su propia posicion en la dimension temporal. La
puntuacion asignada tiende a ser mayor a medida que se pasa del pasado al presente y
del presente al futuro.

En base a los anteriores datos, y en un estudio sobre la imagen del inundo futuro,
ambos autores se sirvieron de dicha investigacion exploratoria para formular nuevas
hipotesis sobre este tema. Con el fin de visualizar mejor los resultados obtenidos, Diez
Nicolas y Torregrosa realizaron la siguiente representacion grafica de la distribucion de
Frecuencias porcentual contenida en la tabla 1 (ver fig. 1).

Se observa que las tres lineas de grafos son claramente diferentes en una serie de
rasgos. En primer lugar, difieren en la posicién o concentracion a lo largo de la escala de
puntuaciones. El grafo correspondiente al pasado muestra las puntuaciones mas bajas,
mientras que el grafo correspondiente al futuro tiene las puntuaciones mas altas. En
segundo lugar, las tres distribuciones difieren en la relativa concentracion de las
puntuaciones que representan. Asi, la distribucion correspondiente al pasado esta mas
«apilada» en el centro de la distribucion, mientras que las distribuciones
correspondientes al presente y al futuro se «apilan» mas hacia la derecha y tienen menos
casos en la parte izquierda de la



FIGURA 1

Distribucion de frecuencias porcentuales de las posiciones asignadas
por el individuo en la escala de Cantril a si mismo en el momento
presente, en el pasado v para el futuro
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Fuente: J. Diez NicoLds y J. R. TORREGROSA, op. cit., pag. 83.

escala que el grafo del pasado. Ademas, el grafo del pasado esta mas disperso que los
otros dos, ya que tiene, en general, frecuencias mas bajas en las categorias centrales,
aunque las tiene mas altas para las categorias mas bajas. En tercer lugar, la forma de las
distribuciones también difiere en ciertos aspectos, tales como el numero de picos, el
grado de asimetria, etc. Estos tres rasgos de las distribuciones se conocen con los
nombres de tendencia central (o posicion), variacién y forma.

En este caso, las diferencias entre las tres distribuciones se han mostrado de la
forma que hemos visto en el capitulo anterior, al presentar las técnicas graficas. En el
presente capitulo vamos a ocuparnos de presentar otras formas mas compactas para
caracterizar las distribuciones de frecuencia que lo que permiten las técnicas graficas. Y
lo haremos a través de la utilizacion de unas pocas medidas o «numeros indices» que
indican la tendencia central, la variacion y la forma de una distribucion. De esta manera,
la comparacion entre diferentes distribuciones se hace mas facil y eficaz, y permite
precisar mejor los aspectos en que se asemejan y difieren entre si las distribuciones de
frecuencia.

3.2. LA POSICION DE UNA DISTRIBUCION: MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL



La posicion o «tendencia central» de una distribucion se refiere al lugar donde se
centra una distribucion particular en la escala de valores. Supongamos que tenemos los
siguientes cuatro conjuntos de valores referentes a los resultados de unas pruebas en
unos grupos de estudiantes. Los seis estudiantes en el grupo c) tienen, en general,
puntuaciones mas bajas que los de a) o b), mientras que los estudiantes que componen
el grupo d) muestran puntuaciones mas elevadas:

grupoa) |2 [3 |3 |3 |5 |S |[N=6
grupob) |2 |2 |4 |5 |5 |6 IN=6
grupoc) |2 |2 |2 |3 |4 |5 |[N=6
grupod) |4 |5 |6 |7 |8 |8 |[N=6

Esta comparacion resulta cierta a pesar de que algunos estudiantes en c) tienen
puntuaciones mas altas que en a) y b), y que algunos estudiantes de d) tienen
puntuaciones iguales o mas bajas que los de a), b) y c). La posicion se suele medir a
través de una puntuacion central o «valor tipico» de la distribucion, alrededor del cual el
resto de los valores tienden a agruparse de una forma determinada. Tres son las medidas
de tendencia central mas utilizadas, la moda, la mediana y la media, pudiéndose
distinguir diferentes tipos de medias, tal como la media aritmética, la media geométrica y
la media armoénica.

3.2. 1. Moda

La moda de una distribucion de numeros es aquel valor que se presenta u ocurre
con la mayor frecuencia. Es decir, la moda es el valor mas comun de la distribucién. La
moda puede no existir en una distribucion determinada o bien puede no ser unica. En
una representacion grafica, la moda sera el rectangulo mas alto, en el caso de un
histograma, y el pico mas alto, en el caso de un poligono.

En el caso del grupo a) anterior, la moda seria el valor 3, mientras que en el caso
del grupo b) aparecen dos modas, el 2 y el 5. Las distribuciones que contienen una sola
moda se llaman unimodales, y las distribuciones que contienen dos modas se denominan
bimodales. En general, cuando una distribucion contiene diversas modas se denomina
multimodal.

En el caso de datos agrupados, la moda es el punto medio de la clase que contiene
la mayor frecuencia de casos. A la clase que contiene la moda se la denomina clase
modal. Asi, en el ejemplo siguiente, la clase modal sera la 4-6 y la moda valdra 5:

f1
6

De 9 a
11

De7a8 |10
De4 a6 |15
Delald |4
TOTAL |35




ya que la clase 4-6 contiene la mayor frecuencia de casos, 15, y el punto medio entre 4 y
6 es 5.

Si los datos aparecen medidos a nivel nominal, la moda es la categoria a la que
corresponde la frecuencia maxima. Asi, en el momento de nacer, los nifios representan el
valor modal, pues nacen mas nifios que ninas.

Si los datos aparecen medidos a nivel ordinal, la moda es el valor ordinal al que
corresponde frecuencia maxima. Asi, en la siguiente distribucion de frecuencias, que
refleja los diferentes grados de acuerdo con un tema determinado, la moda sera el valor
ordinal «bastante de acuerdo», ya que en €l se concentra el mayor numero de
contestaciones:

f1
Muy de acuerdo 15
Bastante de |60
acuerdo
Ni poco ni mucho 20
Bastante en|18
desacuerdo
Muy en desacuerdo |2
TOTAL 115

La moda tiene, en términos generales, la virtud de ser facilmente reconocible por
simple inspeccion, por lo que se utiliza como el indice mas rapido y directo para
determinar la posicion de una distribuciéon. Tiene, sin embargo, el inconveniente de no
ser necesariamente Unica -es el caso de las distribuciones multimodales- y, ademas, no
es calculable si todos los valores numéricos son diferentes.

3.2.2. Mediana

La mediana es el punto o valor numeérico que deja por debajo (y por encima) a la
mitad de las puntuaciones de una distribucion. Asi, en la distribucion de numeros
siguiente: 5, 6, 7, 8, 9, la mediana es 7, ya que este valor numérico divide exactamente
en dos mitades la distribucion que tiene un numero impar, N=5 de puntuaciones. En
general, cuando el numero de casos N de la distribucion es impar, la mediana se calcula
mediante la expresion

de este modo, K nos dara el valor 2 de la posicion de la puntuacion en la distribucion que
es la mediana. En el caso anterior, en que

5+1
K=" -
2 3

esto es, la mediana sera el valor que ocupa la tercera posicion; en nuestro caso, el 7.



Si el niumero de puntuaciones N de la distribucion fuera par, como en el siguiente
caso: 10, 15, 50, 75, 90, 100, en el que N-6, la mediana seria igual a un valor que se
encontrara entre las puntuaciones centrales 50 y 75. En tal caso, el procedimiento
habitual de calculo de la mediana es tomar la media de los dos casos centrales como la
media, es decir:

En el caso de distribuciones agrupadas en intervalos, la mediana se calcula
habitualmente bajo el supuesto de que los casos en el intervalo que contiene la mediana
se distribuyen en él homogéneamente. Esto es, que si en un intervalo tenemos cuatro
casos, suponemos que cada uno le ellos ocupa la cuarta parte del mismo. La féormula
mediante la que se calcula la mediana con datos agrupados es la siguiente:

5 N —acum f,.4
Md:Lmd+ W [31

fma

en donde Lng es el limite inferior del intervalo o categoria que contiene la mediana; N es
el numero total de casos; acumsma es la frecuencia acumulada por debajo de la frecuencia
del intervalo que contiene la mediana, y W es la amplitud o distancia de la categoria que
contiene la mediana.

Se trata de una foérmula similar a la utilizada para calcular los percentiles, dado
que, después de todo, la mediana no es otra cosa que el percentil 50. Veamos, a través de
un ejemplo, como se calcula la mediana en una distribucion de datos agrupados. Lo
primero que hay que hacer a partir de la distribucion de datos dada es la creacion de una
distribucion de frecuencias acumulada, comenzando por la categoria de puntuaciones
mas bajas:

Frecuencias Limites Amplitud

Puntuaciones Frecuencias acumuladas reales intervalo
De 32 a 18 88 31,5-36,5 5
De 27 a 21 70 26,5-31,5 5
De 22 a 26 49 21,5-26,5 5
De 17 a 15 23 16,5-21,5 5
De 12 a 8 8 11,5-16,5 5

El nimero de casos que cae por debajo de la mediana sera N/2, esto es, 88/2=44.
El intervalo que contiene la mediana sera aquel cuya frecuencia acumulada esta mas
proxima a 44. En la distribucion anterior es el intervalo 22-26 el que contiene la
mediana, ya que su frecuencia acumulada, 49, es el nimero mas proximo a 44.



Si la frecuencia acumulada de la categoria que contiene la mediana hubiera sido
exactamente igual a N/2, entonces el limite superior del intervalo hubiera sido la
mediana. Pero como esto no suele ocurrir habitualmente, como en nuestro ejemplo, se
hace preciso recurrir a la anterior formula para calcular la mediana. Continuemos, pues,
con los calculos.

La logica del calculo es que deseamos localizar un valor, el de la mediana, dentro
del intervalo que la contiene, que se encuentra a cierta distancia en el intervalo. La
distancia depende de la proporcion de frecuencia en el intervalo de la mediana que se
necesita anadir a la frecuencia acumulada por debajo del intervalo de la mediana, con el
fin de igualar el valor N/2 o el numero de casos que caen por debajo de la puntuaciéon de
la mediana. Esta proporcion se calcula, siguiendo la formula, del siguiente modo:

2 —23=21.

— acum fna=

Dado que fmda = 26 y Lna = 21,5, tal como se observa en el cuadro que contiene las
distribuciones, el valor de la mediana sera:

21
= —-5=255
M;=215+ 6

Asi, pues, 25,5 sera el valor de la puntuacion por debajo de la cual queda el 50 por 100
de los casos, esto es, 44 de los 88 casos.

Por todo lo que se ha dicho, queda claro que los valores de una distribucion de
frecuencias deben tener, como minimo, un nivel de medicion ordinal para que se pueda
calcular la mediana, ya que el concepto de la misma implica direcciéon (puntuaciones por
arriba y por debajo de la mediana). Ahora bien, la mediana es un indice de posicion que
no presupone conocimiento de la distancia, excepto para el caso de la amplitud del
intervalo en el que cae la mediana cuando se tienen datos agrupados. Esto quiere decir
que si se utiliza con datos medidos a nivel de intervalo, se pierde algo de informacion, al
igual que ocurre si utilizamos la moda con tal tipo de datos. En cierto modo, esto
constituye una ventaja de la mediana, ya que es poco influida por la existencia de valores
extremos altos y erraticos, ya que es simplemente el punto que divide a todos los casos
en dos mitades. En el caso de datos agrupados, la mediana se puede calcular aunque la
categoria o intervalo maximo no tenga limite superior ni la categoria o intervalo minimo
lo tenga superior, siempre que la mediana no caiga en tales categorias y extremos, lo que,
por otro lado, no es corriente.

La mediana es fundamento de diversas técnicas estadisticas, aunque el numero y
utilizacion de éstas es notablemente menor que el de las técnicas basadas en la media
aritmeética, que va a ser estudiada a continuacion.

3.2.3. Media aritmética

La media comun o media aritmética es, simplemente, la suma de todas las
puntuaciones de una distribucion dividida por el niumero de casos. Asi, dados n valores,
X1, Xo,..., Xn, su media aritmética, X, viene definida por:



n

2 X
Y= Xi+ X+ ...+ X, i [3.2]
n n

De una manera mas simplificada, se puede escribir la media, prescindiendo de los
subindices en el sumatorio, mediante la expresion:

X
n

X=

sobreentendiéndose que > X, sin ningin subindice, indica la sumacion de dos los valores.

La media aritmética posee algunas caracteristicas muy interesantes, que la hacen
muy util y la medida mas ampliamente utilizada de tendencia central.

Para comenzar, la media aritmética es otro buen ejemplo del uso estadistico de las
razones como una forma valida de realizar comparaciones. La suma total de las
puntuaciones se «estandariza», por decirlo de alguna forma, en términos de las
puntuaciones que se incluyen en la suma. Esto permite comparar las medias de grupos
de diferente tamano, mientras que la comparacion directa de las correspondientes
distribuciones seria erronea. Algunas veces, no obstante, el nimero de puntuaciones que
contribuyen a la suma no es la unica fuente productora de diferencias al realizar
comparaciones de tendencia central entre grupos. En el calculo de la suma, cada
puntuacion contribuye en una forma o cantidad diferentes, dependiendo de su valor
numeérico. Naturalmente, las puntuaciones elevadas contribuyen mas a la suma que las
puntuaciones bajas, lo que significa que los valores extremos elevados tienen una
influencia mayor en el calculo de la media que las puntuaciones intermedias mas bajas.
Se puede decir que la media es «atraida» por los valores extremos altos en una
distribuciéon. Asi, supongamos que tenemos la siguiente distribucion: a) 2, 2, 4, 6, 8, 14,
20, cuya media X=8,0. Pues bien, basta que el valor numeérico del extremo pase de 20 a
30 -quedando entonces la distribucion como b) 2, 2, 4, 6, 8, 14, 30- para que la media
cambie significativamente su valor, X=9,4, es decir, 1,4 unidades superior a la anterior.

Por esta razon, se ha comparado a la media como el punto de apoyo o fulcro de un
tablero ideal e imaginario en el que quedan situados, a derecha e izquierda del fulcro, los
valores que estan situados por encima o por debajo de la media. En otras palabras, se
puede describir a la media como el «centro de gravedad» de la distribucion de frecuencias
(Amon, 1973, pag. 50).

En algunos casos, interesa asociar a los numeros, X1, Xo,..., Xn, ciertos factores o
pesos, W1, Wa,..., Wy, que dependen de la significacion o importancia de cada uno de los
numeros. En tal caso, la media se calcula mediante la expresion:

= WX+ W Xo+ ...+ WX, WX
X= X+ Woko+ .o+ - [3.3]
Wi+ W,+.. .+ W, W




A este tipo de media se la denomina media aritmética ponderada. Su uso viene
aconsejado cuando se pretende calcular la media en una distribucion cuyos valores
tienen diferente significado o importancia de cara al resultado final. Supongamos que los
resultados de un examen final dependen de tres examenes parciales que se valoran de
forma distinta; por ejemplo, el ultimo de ellos es tres veces mas importante que los dos
primeros. Si las notas obtenidas en el primer, segundo y tercer examen por un alumno
concreto han sido 6, 5y 7, respectivamente, la nota media final o media ponderada sera:

X DE+MHEG+OD 32

1+1+43 5

Veamos ahora un ejemplo real de utilizacion de la media ponderada. En un estudio
sobre la conciencia regional de los espanoles se encontré la siguiente distribucion
porcentual de autoubicacion, en un espacio politico izquierda-derecha:

% del total me-
nos los % de

% del total NS/NC

Izquierda: 1 ... 2 3

2l 3 4

: [ 6 8

. = o2 o s 7 9

8 . 24 30

- 14 18

7. 6 8

8 ... 7 9

9 . 4 5

Derecha: . 10 ... ... ... ... ... ... S 6
No sabe ... ... ... .. 14

No contesta ... ... 7 100
100
(6.342)

Fuente: J. JiMENEz Branco et al, La conciencia regional de Espana, Madrid,
C.1.S., 1977. Elaboracién propia.

Con el fin de calcular la media nacional de la autoubicacion en la escala
izquierda-derecha, se hace preciso considerar el porcentaje de poblacion que se
autoubica en cada una de las casillas de la escala. Ahora bien, como en la distribuciéon
original existe un 21 por 100 de entrevistados que no han respondido -14 por 100 por
«o sabe» y 7 por 100 por «no contesta»-, es necesario volver a calcular la distribucion
porcentual en base a los que si se han autoubicado, distribucion que aparece en la
columna de la derecha de la tabla. Con estos datos ya se puede calcular la media



ponderada, que nos dara el valor de la posicion media de la poblacién espafnola en dicha
escala:

X= 1:34+2-44+3-844-9+5-30+6-18+7-8+8-9+9-54+10-6 =5 64
- 100 TN

Asi, pues, si consideramos que el centro politico se encuentra entre las casillas Sy
0, se puede afirmar que la media nacional, con un valor de 5,64, es claramente centrista
desde el punto de vista politico.

Otras propiedades interesantes de la media aritmética son las siguientes:

a) La suma algebraica de las desviaciones de un conjunto de numeros con respecto
a su media aritmética es igual a cero. Es decir, dada una media aritmética X=K, la
suma de las diferencias de las n puntuaciones Xi, Xo,..., Xn, respecto a K, vale O.
En efecto, se tiene que:

N
-

Y(Xi—X)=XX;—nX=3Xi—n L =3X,—:X;=0

n

b) Si la suma de los cuadrados de las desviaciones de un conjunto n de numeros
X1, Xo2,..., Xn, respecto a K es minima, entonces K= X, ya que si K fuera distinto de la
media aritmeética, la suma de las diferencias al cuadrado no podria ser minima, tal
como se ha visto anteriormente.

¢) Si ni1 numeros tienen de media mi; ni numeros tienen de media mo,...; nj
numeros tienen de media mj, entonces la media de todos los nimeros es:

mmy+nmn+ ...+ nim;
m+nm+...+n;

X= [3.4]

es decir, se trata de una media ponderada de todas las medias posibles del
conjunto de numeros.

d) Si la media Y: = AX; + B, la media de Y2 = AXz + B,..., y la media de Yn = AXn + B,
siendo A y B dos constantes arbitrarias, entonces la media de todas las Yies Y =
AX + B, ya que, por definicion (siendoi =1, 2,... n):

N ) X ¥ X B —
3V, _X(AXi+B) AXitnB _ , *Xi nB _ 3.8 [35)

n n n n n

Y=

Cuando los datos se presentan agrupados mediante una distribucion de frecuencias,
todos los valores caen dentro de unos intervalos de clase que, a efectos de calculo, se
consideran coincidentes con los puntos medios de cada intervalo. Para el caso en que
todos los intervalos sean de idéntica amplitud, y siendo X, el punto medio de cada
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intervalo y fla frecuencia, la media aritmética de datos agrupados se calcula mediante la
expresion:

x=_ 1% [3.6]
N
Veamos a través de un ejemplo la utilizacion practica de dicha féormula. A partir de

la distribucion de frecuencias dadas se crea una columna de puntos medios:

Puntuaciones X f
De22a2 ............... 24 18
Del7a2t .......... ... ..... 19 21
De a8 .. v i3 ... 14 26
De 7ait1t................. 9 15
De 2a 6.................. 4 8

N =88

Con estos datos ya estamos en condiciones de aplicar la formula [3.6]

- . . v . . 362
= 18-244-21-14+4-26-14+15-9+8-4 _ 1.36 —155
88 88

3.2.4. Tipos especiales de medias

Existen otras medidas de tendencia central que son apropiadas para situaciones
especiales que, sin embargo, son mas corrientes en las ciencias fisicas que en las
ciencias sociales. De todos modos, algunas veces pueden ser utilizadas por los
sociblogos, por lo que expondremos aqui su definicion y forma de calculo.

La media geométrica de una serie N de numeros X1, Xo,..., Xn, €s la raiz n-ésima del
producto de los numeros:

Media geométrica=\/ (X,)(X,) ... (X.) [(3.7]

En la practica, la media geométrica se calcula mediante logaritmos *. Su uso es
apropiado cuando hace falta calcular la razon media de varias razones, como ocurre en
algunas técnicas de construccion de escalas de actitudes, o cuando se desea calcular el
porcentaje medio de cambio de alguna caracteristica variable. Obsérvese que la media
geomeétrica se calcula de forma parecida a la media aritmética, cambiando tan soélo los
signos de suma y division de ésta por los signos de multiplicacion y radicacion en
aquélla.
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La media armoénica de una serie N de numeros Xi, Xo,..., Xn, €s el nimero reciproco
de la media aritmética de los reciprocos de los numeros:

. - 1 N
Media armoénica= 1 P = 1 [3.8]
N =X i X,

1 i=1

El uso de la media armonica puede resultar de utilidad en problemas que tengan
que ver con cambios en el tiempo, distancias, etc.

La media cuadrdtica es un valor tal que su cuadrado es igual a la media aritmética
de los cuadrados de los numeros:

X224+ X24...+ X2
N

Media cuadratica=

[3.9]

El uso de la media cuadratica tiene interés en el calculo de la varianza, de la que
nos ocuparemos mas adelante.

3.2.5. Relacién y comparacion entre los indices de tendencia central

Hemos visto anteriormente que la media utiliza mas informacion que la mediana,
en el sentido de que todas las puntuaciones entran en el calculo de la media, mientras
que el calculo de la mediana tan soélo implica la puntuacion del caso medio. De ahi que la
media quede afectada por cambios en los valores extremos, cosa que no ocurre en el caso
de la mediana.

Esta importante diferencia entre la media y la mediana permite, en muchos casos,
poder tomar una decision sobre cual de ellas resulta mas apropiada. En un principio,
suele resultar mas apropiado para el investigador el poder hacer uso de toda la
informacion que se contiene en la distribucion de frecuencias por lo que, desde este
punto de vista, resulta mas ventajoso el empleo de la media que el de la mediana.
Ademas, la media es una medida mas estable que la mediana, en el sentido de que varia
menos de una muestra a otra. Este es un tema que estudiaremos con mayor atencion
cuando nos ocupemos de la estadistica inductiva. Baste decir aqui que cuando se trabaja
con una muestra proveniente de una poblacion, lo que le interesa principalmente al
investigador es poder generalizar los resultados de la muestra a la poblacion. Se sabe que
si se hubiera tomado otra muestra los resultados no serian ya los mismos. Solo si se
pudiera tomar una serie de muestras podriamos saber cuanto difieren entre si las medias
de las diferentes muestras. Lo que afirmamos ahora es que la media diferira menos de
una muestra a otra de la misma poblacion que lo hara la mediana. En conclusion, pues,
el uso de la media suele ser preferible al de la mediana como medida de tendencia
central.

Ahora bien, si la distribuciéon es muy asimétrica, se corre el peligro de que un valor
extremo muy alto altere profundamente el valor de la media, distorsionando su sentido.
En tal caso, el uso de la mediana esta mas recomendado, ya que ofrecera una mejor
descripcion del caracter de la distribucion. Las posiciones relativas de la media y de la
mediana dependen, pues, del tipo de simetria-asimetria de la distribucion. En las
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distribuciones perfectamente simétricas, la media y la mediana coinciden, mientras que
en las distribuciones asimétricas las posiciones relativas de ambos indices varian segun
el sesgo de la asimetria, tal como se observa en las siguientes figuras:

Simdtrica

Positivamente asimétrica Ncepativamente asimétrica

« o« aa 3
g9 g3 Es] 3
o &7 D S =
= 3= =3
= =

Pero no soélo varia la posicion relativa de la moda y de la mediana segun la forma y
grado de asimetria, sino que también lo hace la posicion de la moda, tal como se puede
observar en las figuras anteriores. Se puede demostrar que para curvas de frecuencias
unimodales que sean moderadamente sesgadas se cumple la siguiente relacion empirica:
Media-Moda=3 (Media-Mediana).

Para terminar esta exposicion sobre las medidas de tendencia central
destaquemos, una vez mas, la importancia estadistica de la media aritmética, por ser
parte integrante de la logica seguida en la creacion de otros procedimientos estadisticos,
tales como la varianza y la desviacion tipica, la correlacion y regresion y el analisis
factorial, que tendremos ocasion de estudiar en capitulos subsiguientes.

3.3. VARIACION O DISPERSION DE UNA DISTRIBUCION

Si realizaramos un estudio comparativo sobre el origen social de los estudiantes
universitarios espanoles en 1980 y en 1950 y midiéramos el origen social de los
estudiantes por medio de una escala del prestigio ocupacional de los padres, el proceso
de masificacion y la relativa democratizacion de la universidad espanola experimentado
en el periodo 1950-1980, se reflejarian en una mayor dispersion y variacion de los valo-
res de la escala de prestigio ocupacional de los padres, por lo que se refiere a los
estudiantes matriculados en 1980, en relacion a los que estaban matriculados en 1950.
Y ello como consecuencia de la afluencia a la universidad en mayor proporcion de
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estudiantes de clase social media y obrera, lo que se ha traducido en una ampliacion de
los estratos sociales que envian alumnos a la universidad.

Para medir ese rasgo diferenciador de las distribuciones de frecuencias
correspondientes a los dos extremos del periodo considerado, hace falta recurrir a
medidas que den cuenta del grado de dispersion o variacion de las puntuaciones. Asi
como las medidas de tendencia central o posicion indican donde se sitia un grupo de
puntuaciones, los indices de variabilidad o dispersion indican si esas puntuaciones son
muy parecidas o muy distintas entre si. Por ejemplo, las tres siguientes distribuciones:

a) |51 |52 |53 |54 |55 | N
b) |52 |53 |53 |53 |54 |V
c) |47 |50 |53 |56 |59 | N

Il
Q||

tienen idéntica media y mediana, 53, y, sin embargo, los tres grupos difieren entre si en
el grado de agrupamiento-dispersion de sus puntuaciones alrededor del valor medio. El
grupo c) esta claramente mas disperso que los grupos a) y b).

Existe una diversidad de formas de calculo para la medicion de la variabilidad en
un grupo de puntuaciones, distinguiéndose las diferentes formas de calculo segun se
trate de datos nominales, ordinales o de intervalo. Frecuentemente, la variacion en las
distribuciones ordinales se mide a través de las mismas técnicas utilizadas con datos de
intervalo, a pesar de que la distancia entre puntuaciones no esta definida con los datos
ordinales. Vamos a comenzar el estudio de las técnicas de medicion de la variacion o
dispersion con las utilizadas en los datos de intervalo. En este caso se siguen dos
procedimientos, segun se considere el recorrido o amplitud de la escala en la que se
distribuyen las puntuaciones, o bien se describa la variacion por medio de las diferencias
que se producen entre todas las puntuaciones y un indice de tendencia central. Veamos
a continuacion los primeros.

3.3.1. Recorrido

El recorrido o rango de un conjunto de numeros es, simplemente, la diferencia
entre el mayor y el menor de todos ellos. Asi, si disponemos de la distribucion de los
sueldos que perciben los empleados de una empresa de forma tal que el sueldo mas
elevado sea 150.000 pesetas y el sueldo mas bajo 45.000 pesetas el recorrido de los
sueldos de dicha empresa sera: 150.000-45.000=105.000 pesetas.

La desventaja de esta medida es que solo depende de los valores extremos de una
distribucion y no tiene en cuenta los valores intermedios. Si se trata de dos valores
atipicos, por ejemplo, en el caso anterior, los sueldos del gerente y del aprendiz, la
medida del recorrido no nos dice nada acerca de los valores de los sueldos de los
empleados de la fabrica. Por ello se utilizan otras medidas que tengan en cuenta un
mayor volumen de la informacion que contienen las distribuciones.

El recorrido intercuartilico, o diferencia entre los cuartiles tercero y primero, mejora
la medida del recorrido o rango ordinario, porque, al tratarse de cuartiles, son mas
sensibles a la propia concentracion de los datos. Recuérdese que el primer cuartil Q: es
el punto de la escala debajo del cual queda el 25 por 100 de los casos, mientras que
debajo del tercer cuartil Qs queda el 75 por 100 de los casos. Por tanto, entre el recorrido
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intercuartilico Q3-Q1 queda el 50 por 100 de los casos. Alcaide (1976, pag. 143) calcula el
recorrido intercuartilico de la distribucién por edades de los espanoles censados en 1970
en 35,74 anos, ya que el primer cuartil se encuentra en la edad 13,44 y el tercer cuartil
en la edad 49,18. En consecuencia:

Q3 —-Q1=49,18 - 13,44 = 35,75 anos

y, tal como se ha dicho anteriormente, en este recorrido de edades se encuentra el 50 por
100 de la poblacion espanola.

A veces se utiliza como medida de dispersion el recorrido semiintercuartilico o
desviacién cuartilica, que viene definido por la mitad del recorrido intercuartilico; esto es:

-Q
Recorrido semiintercuartilico =——Q—3-2—'—— [3.10]

El recorrido intercuartilico tiene la ventaja sobre el recorrido ordinario, tal como se
ha dicho antes, de evitar el uso exclusivo de las dos puntuaciones extremas y de estar
menos sujeto, por tanto, a la variacion erratica de tales valores. También se pueden
calcular las distancias entre otros dos puntos significativos. Asi, por ejemplo, el recorrido
entre percentiles 10-90 de una distribucion de frecuencias viene definido por la
diferencia entre el percentil nonagésimo Poo y el percentil décimo Pio. Tiene parecidas
ventajas que el recorrido intercuartilico.

3.3.2. Desviacion media

La desviacion media o promedio de desviaciéon es otra medida de dispersion que
viene dada por la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones
observadas a un determinado valor medio. Asi, dada tina serie N de numeros Xi, Xa,...,
Nn la desviacion media DM viene definida por:

i X=X

donde X es la media aritmética de los niumeros dados y | X;-X| es el valor absoluto de las
desviaciones de los diferentes valores de X al valor medio X. (Recuérdese que el valor
absoluto de un numero es el mismo numero sin asociarle signo alguno, y se indica por
dos barras verticales a ambos lados del numero. Asi, |-51=5, 1+3|=3, |7|=7.)

Para calcular la desviacion media de los nimeros o conjunto de observaciones
siguiente: (2, 4, 6, 8, 10), se calcula en primer lugar su media aritmética:

24+4+6+8+10
X= ++5++ =8
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y a continuacion se calcula la desviacion media respecto a la media aritmeética:

12—61+14—61+16—61+18—61+110—6l

MD= =
5
_ A 2410020 442404244
5 5 ’
Si los numeros Xi, Xa,..., Nn se presentan con frecuencias fi, f2,..., fx,

respectivamente, la desviacion media puede escribirse como:

iXi— X1 xfIX-XI

DM = =
N N

donde N = Xfi = Zf. Esta expresion es util cuando se dispone de datos agrupados en
donde las diferentes X; representan los valores medios de clase y las f, las
correspondientes frecuencias de clase.

En general, se puede afirmar que cuanto mayor sea el valor de la desviacion media,
mayor sera la variacion entre las diferentes puntuaciones. Aunque la desviacion media se
calcula e interpreta facilmente, existen otras medidas de dispersion que son mas
preferidas, porque intervienen en la elaboracion de otras areas de la estadistica. La
varianza es la medida de dispersion mas ampliamente utilizada.

3.3.3. Desviacion tipica y varianza

La varianza y la desviacion tipica son medidas similares a la desviacion media, en
el sentido de que se basan en las diferencias existentes entre la media aritmética y cada
puntuacion, pero se diferencian de ella en que, en lugar de tomar el valor absoluto de
tales desviaciones, se utiliza el cuadrado de las mismas. De esta forma, se logra una
medida de dispersion para datos de intervalo que tiene un amplio campo de aplicabilidad
en la estadistica, por estar relacionado con otros temas estadisticos.

La varianza es simplemente el valor medio del cuadrado de las desviaciones de las
puntuaciones a la media aritmética, mientras que la desviacion tipica (en inglés,
standard deviation) es la raiz cuadrada de la varianza:

. (X~ X)?
——— [3.12]

_v=_ |/ EXi-X)
g s l/ N [3.13]

Notese una cuestion de simbolos. Cuando se opera con datos muestrales, los
simbolos estadisticos con los que se representa la varianza y la desviacion tipica son los
que aparecen en las formulas [3.12) y [3.13], esto es S? y S; mientras que si los datos
hacen referencia directamente a la poblacion general, los parametros que simbolizan la
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varianza y la desviacion tipica se representan mediante el simbolo o, que es la letra griega
sigma minuscula En tal caso, la varianza sera o2y la desviacion tipica sera o,

Veamos un ejemplo concreto de calculo. Dado el conjunto de numeros (2, 2, 4, 6,
8, 14, 20), de media X- 8, el calculo de la varianza y de la desviacién tipica requerira el
calculo previo de las diferencias de cada numero respecto a la media y ulterior aplicacion
de las formulas [3.12] y [3.13], del siguiente modo:

Diferencias Diferencius al cuadrado
X, - (X, — X7
2 2—8=— 6 36
2 2—8=— 6 36
4 4 —8=— 4 16
6 = 6—8=— 2 4
8 X=80 8§ —8= 0 0
14 N=7 14 —8= 6 36
20 200—-8= 12 144

56 272

SX—-X» 272
i ( ) = =389
N 2

s=\/st=y/389=62

El significado intuitivo de una desviacion tipica de 6,2 no se hara evidente hasta
que estudiemos, mas adelante, las areas que quedan por debajo de la curva normal. Por
el momento, aceptemos el valor de la desviacion tipica como un numero abstracto, que es
tanto mas grande cuanto mas elevada sea la dispersion de las puntuaciones alrededor de
la media aritmética.

Habitualmente, las formulas [3.12] y [3.13] no se utilizan a efectos de calculo
porque requieren el calculo adicional de la media aritmética y de la desviacion de cada
puntuacion a la media -lo que siempre puede introducir una nueva fuente de error-. Las
siguientes féormulas son de uso mas practico, distinguiéndose entre distribuciones de
frecuencias que presentan sus datos agrupados de aquellas otras que no los presentan.

Datos no agrupados:

SX2—(SX.)Y/N
= (N Y/ [3.14]

en donde XX;? es la suma de las puntuaciones al cuadrado y (£Xj)? es el cuadrado de la
suma de las puntuaciones. Naturalmente, la desviacion tipica sera la raiz cuadrada de la
varianza.

En el ejemplo anterior, £X;2= 720, (£Xj)2 /N = 445:
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720—445
7

SZ

=389

Datos agrupados:

La formula de la varianza para datos agrupados es similar a la féormula anterior;
solo que en lugar de las puntuaciones originales se utilizan los puntos medios de la clase
y las correspondientes frecuencias. En tal caso, la féormula para la varianza es como

sigue:

_ SfXA—(SfX)YN
- N

2

s [3.15]

en donde LfiX;2 es el sumatorio de los productos de las frecuencias por el cuadrado de los
correspondientes puntos medios para todas las clases o categorias, y (£fiXi)? es la suma
al cuadrado de los productos de las frecuencias por os correspondientes puntos medios.

Otras propiedades de la desviacion tipica son las siguientes. Para el caso en que
todos los valores de la distribucion fueran iguales, las desviaciones de todos los valores
alrededor de la media valen cero, y éste sera también el valor de la desviacion tipica.
Ademas, se observa facilmente que los valores extremos en relacion a la media tienen un
gran peso en el calculo d la desviacion tipica, ya que son elevados al cuadrado. Asi, en el
ejemplo numérico anterior, la puntuacion 20 tiene una gran influencia en la
determinacion de s, ya que, al elevar al cuadrado su diferencia con la media, se convierte
en 144, que representa mas de la mitad del valor de la suma de todas las diferencias al
cuadrado, que en 272. Vemos, pues, que los valores extremos tiene un gran influencia en
el valor de s, por lo que, tal como senala Blalock (1960, pag. 8), hay que moderar el
entusiasmo inicial con la desviacion tipica como la mejor medida de una dispersion. Se
ahi que el propio Blalock surgiera que cuando una distribucion tenga unos pocos casos
extremos conviene mas utilizar la mediana o a desviacion intercuartilica en lugar de s,
como medidas mas apropiadas de dispersion.

Para el caso de datos agrupados existen formulas mas complejas de calculo que las
[3.12] y [3.13]. Sin embargo, nos abstenemos de reproducirlas aqui porque en la practica
cada vez se utilizan menos los calculos manuales, toda vez que el uso masivo de
pequenas, medianas y grandes calculadoras exime cada vez mas al investigador de
realizar fatigosos calculos manuales, sujetos a un margen de error mas grande que el que
permiten las calculadores automaticas. Los programas estandar de analisis de datos
sociologicos, sobre todo de los provenientes de encuestas, calculan ya, como parte de sus
rutinas, la media y la desviacion tipica, como medidas de dispersion de las distribuciones
de frecuencias. Una forma tipica de salida de resultados en un analisis de datos de
encuesta mediante ordenador es la que se reproduce en la tabla 2, en la que aparecen las
calificaciones que a una poblacion, diferenciada segan su nivel de religiosidad, le merece
una serie de delitos.

La interpretacion de los resultados que se contienen en la tabla 2 no es tarea
especifica de este texto. Baste senalar, sin embargo, que las diferencias mas claras entre
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los diferentes grupos de poblacion, diferenciados por su nivel de religiosidad, se producen
al evaluar el homicidio y el aborto, mientras que para el caso de la violacion y del
asesinato premeditado las medias entre los diferentes grupos son analogas y las
desviaciones tipicas muy bajas. No ocurre asi en el caso, sobre todo, del aborto, para el
que se observa una actitud claramente mas condenatoria entre la poblacion catélico-
practicante, X = 3,5 y s = 2, que entre la poblacion no creyente, X = 5,2 y s = 2,4. Este es
un buen ejemplo de como unos valores profundos, como son los religiosos, determinan
unas opiniones concretas, en este caso la calificacion de unos delitos, y de como tales
diferencias se hacen estadisticamente evidentes mediante el uso de dos medidas de
dispersion o variacion.

TABLA 2

Calificacion en una escala del 1 al 9 de la gravedad de unos delitos

’zz,c":';mg;fbegzrg:gg. Violacidn prfgs-;‘dni%%o a los z:?:(go meses
TOTAL

X s: % X s % X 5% % X s %
Religiosidad:
Catélico practicante ... (9.508) 4,1 1,7 84 32 1,6 87 1,6 1,1 89 35 2 85
Catoélico no practicante  (4.880) 4 1,8 89 31 1.6 89 1,5 1,1 92 4,1 2.3 84
Creyente otra religion (98) 42 23 84 3,1 2 81 1,6 1 83 38 2.5 69
No creyente ... ... ... (392) 3,6 1,6 89 3 17 89 1,5 1 95 52 24 67
Indiferente ... ... . ... (805) 38 1.9 88 3.2 1,6 87 1,6 1.4 92 4,6 25 74

'UENTE: «Encuesta de victimizacion», Revista Espariola de Investigaciones Socioldgicas, 4, 1978, pag. 245. La escala va del 1,
mas grave, al 9, menos grave.

Algunas veces puede resultar deseable comparar diversos grupos en relacion a su
relativa homogeneidad cuando los grupos tienen medias diferentes, pero puede motivar
cierta confusion la comparacion de las magnitudes absolutas de las desviaciones tipicas.
Por eso resulta aconsejable utilizar como elemento de comparacion la desviacion tipica en
relacion a la media. En tal caso, se puede obtener una medida de la variabilidad relativa
dividiendo la desviacion tipica por la media, lo que se denomina coeficiente de
variabilidad V. Entonces:

[3.16]

Veamos las ventajas del coeficiente de variabilidad sobre la desviacion tipica
mediante la continuacion del ejemplo anterior. En relacion a la calificacion del aborto, los
catolicos practicantes tienen una media de 3,5 y una desviacion de 2, mientras que los
no creyentes ofrecen una media de 5,2 y una desviacion de 2,4. El coeficiente de
variabilidad de ambos grupos sera, por tanto, 2/3,5=0,57 y 2,4/5,4=0,44, lo que da una
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diferencia mas pequena que la existente entre ambas desviaciones tipicas. El coeficiente
de variabilidad, llamado también de Pearson, se suele multiplicar por 100 con el fin de
ofrecer su valor porcentual. En el ejemplo anterior, la desviacion tipica del grupo de
catolicos es el 57 por 100 de la media aritmética, valor superior al 44 por 100 de la media
aritmeética que vale la desviacion tipica entre los no creyentes. Vistos asi los resultados,
la comparacion de ambos grupos es mas clara que si se hubieran utilizado
exclusivamente las desviaciones tipicas.

3.3.3.1. Puntuaciones normalizadas y referencias tipificadas

En el capitulo anterior vimos los diferentes tipos de comparaciones que se podian
realizar. Buena parte de los procedimientos estadisticos que venimos exponiendo en el
presente capitulo tratan de facilitar la comparacion grupo a grupo o la comparacion
grupo con tipos estandar. También se puede hacer uso de algunos de los estadisticos
estudiados hasta ahora para indicar la relativa posicion de un individuo en su grupo.
Una de estas formas puede ser el calculo del rango de percentil de un individuo, esto es,
el porcentaje de todas las puntuaciones que son iguales o menores que dicha
puntuacion. Otra forma de comparar un individuo con un grupo es la creacion de
puntuaciones normalizadas o tipicas, que se suelen designar mediante la letra mintuscula
latina z. Una puntuacion normalizada o tipica es simplemente el niumero de unidades de
desviacion tipica que un individuo queda por encima (o por debajo) de la media de su
grupo:

(= ST (347

También se suelen referir las puntuaciones normalizadas como variables
normalizadas o tipicas. En todo caso, y como se ve a través de la formula [3.17], en la
puntuacion normalizada se elimina el efecto de la media (por sustraccion) y se expresa la
diferencia en unidades de desviacion tipica, al dividir por ella. Por esta razon, las
cantidades de las puntuaciones normalizadas son adimensionales, esto es, son
independientes de las unidades empleadas.

En general, cuando las desviaciones de la media vienen dadas en unidades de
desviacion tipica, se dice que estan expresadas en unidades tipificadas o referencias
tipificadas. Son de gran valor en el manejo de comparaciones entre distribuciones. Varias
son las propiedades de las puntuaciones z dignas de interés. La media de dichas
puntuaciones es cero, y su desviacion tipica vale la unidad. Otra propiedad interesante
de las puntuaciones z, que se utilizara, mas adelante, cuando estudiemos el coeficiente
de correlacion, es que la suma de los cuadrados de las puntuaciones z es igual al numero
N de casos; esto es, que 2z2 =N.

3.4. FORMA DE UNA DISTRIBUCION

El rasgo de una distribucion mas directamente aparente a partir de un histograma
o de un poligono es la forma global de dicha distribuciéon. En general, una distribucion de
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frecuencias queda bastante bien caracterizada cuando conocemos de ella algun indice de
tendencia central y de variabilidad, pero quedara todavia mejor caracterizada si co-
nocemos su grado de simetria-asimetria y su apuntamiento. Veamos a continuacion
algunas caracteristicas descriptivas de la forma, de una distribucion, y algunos de los
indices desarrollados para medir dicha forma.

3.4.1. Caracteristicas de la forma de una distribucion: Asimetria y apuntamiento

Una primera caracteristica de la forma de una distribucion que, a simple vista, se
puede tomar en consideracion de un histograma o poligono de frecuencias es el numero
de picos o puntas (modas) que tiene la distribucion. Si la distribucién tiene sélo una
punta o moda se llamara unimodal, y si tiene dos puntos altos se denominara bimodal.
Obsérvese que la determinacion del numero de puntas o picos depende, en buena
medida, del criterio del investigador en su asignacion de importancia a las diferencias en
la frecuencia de las categorias. En una distribucion multimodal, en la que las puntas
tengan diferentes alturas -es decir, representan diferentes frecuencias-, corresponde al
investigador decidir cuantas modas considera relevantes. En los siguientes graficos
hemos representado algunas de las formas que pueden tomar las distribuciones de
frecuencia desde el punto de vista de las puntas o picos que presentan:

f f f
OALIILLIAIL‘LA. 0
X High Bimodal Multimodal
Unimodal

Una segunda caracteristica de la forma de una distribucion viene dada por su
grado de simetria. La idea general de simetria es bastante sencilla. Sabemos que la
mediana divide el histograma en dos areas de la misma superficie. Pues bien, se dice que
la distribucion de frecuencias es simétrica cuando una de las areas es imagen de la otra.
Notese que si un area es imagen de la otra ambas tienen la misma superficie, pero lo
contrario no es necesariamente cierto. Es decir, ambas areas pueden tener la misma
superficie pero no representar imagenes reciprocas.

Cuando la curva es simétrica, la mediana coincide con la media. Si, ademas, la
distribucion de frecuencias es unimodal, la moda coincide igualmente con la media y la
mediana.

Se dice que la simetria es positiva si existen muchas puntuaciones bajas y poco
altas, mientras que la simetria es negativa si sucede lo contrario. Si la distribucion es
asimétrica y unimodal, la mediana y la moda no coinciden. Si la asimetria es negativa, el
orden es de izquierda a derecha; es decir, primero esta la media, después la mediana y,
por ultimo, la moda. Si la asimetria es positiva, el orden es el contrario; esto es, moda,
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mediana y media. En los siguientes graficos se representan curvas simeétricas y
asimeétricas:

i f i

0——— e 0 0
Asimétrica positiva Simétrica Asimétrica negativa

Otro rasgo importante de la forma de una distribucion se refiere al grado de
apilamiento de los casos alrededor de un punto en la distribucion. La curtosis hace
referencia precisamente al grado de apuntamiento de una distribucion. Para el caso de
una distribucion unimodal y simétrica, la forma leptoctrtica aparece cuando presenta un
apuntamiento relativo alto, es decir, cuando se tiene una distribucion de frecuencias
altamente concentrada, como en la figura siguiente:

0

Leptocurtica

Si la distribucion de las frecuencias es mas uniforme, la forma de la curva es mas
achatada y se denomina curva platicurtica, como la de la figura:

| Pl

Platicurtica

Cuando la distribucion de frecuencias presenta las puntuaciones mas
normalmente» distribuidas, la curva no esta muy apuntada ni achatada, y se llama
mesoctrtica. En este caso, el término «normal» tiene un significado técnico muy preciso,
que discutiremos mas adelante. También se dice que la curva mesocurtica, por la
suavidad de sus curvas tiene forma de campana:
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Mesocurtica
(forma de campana)

Existen otras formas de curvas que se presentan con cierta frecuencia en el
analisis estadistico de las distribuciones de frecuencias. Se denominan por aproximaciéon
a la forma global que adquieren. Asi, la curva J responde a una distribucion en la que
casi todos los casos se encuentran concentrados en un extremo de la escala y, desde alli,
cae uniformemente en una direccion, tal como se ve en la figura:

Curva J

Una distribucion rectangular tiene idénticas frecuencias en todas las categorias; de
ahi que su representacion grafica sea una linea paralela al eje X:

Rectangular

Finalmente, senalemos otra forma de curva que aparece con cierta frecuencia en
los analisis estadisticos. Se trata de la distribucion en forma de U, curva que aparece en
las distribuciones bimodales con las modas en ambos extremos y un area de bajas
frecuencias en el centro de la distribucion, tal como se observa en la figura:

0

Curva en forma de U
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3.4.2. Medidas de la forma de una distribucién. Momentos

En la seccion anterior hemos descrito la forma de una distribucion haciendo
referencia a conceptos generales, tales como simetria, curtosis o nimero de puntas, que
ofrecen una imagen intuitiva y directa de dicha forma. Ahora vamos a introducir una
serie de medidas o indices que, al igual que en el caso del estudio de la tendencia central,
nos van a permitir fijar numeéricamente las caracteristicas descritas. La propia media, e
incluso la mediana, o el uso de cuartiles y percentiles, pueden ser de ayuda para
describir la forma de una distribucion, pero existen otras medidas que son todavia de
mayor utilidad.

Cuando tenemos datos medidos a nivel de intervalo resulta, con frecuencia, util
describir los datos en términos de su agrupamiento equilibrado alrededor de algiin punto
central. Asi, por ejemplo, la media aritmética es el punto alrededor del cual el «equilibrio»
algebraico de las puntuaciones es perfecto, ya que la suma algebraica de las desviaciones
de las puntuaciones es cero. La desviacion de las puntuaciones en relacion a la media de
una distribucion se suele expresar mediante la letra mintscula x = (X; - X).

El momento de primer orden con respecto a la media aritmética es, simplemente, el
promedio de la primera potencia de las desviaciones con respecto a la media; esto es:

Ix [3.18]

Dado que la suma de las desviaciones con respecto a la media es siempre cero, el
momento de primer orden es también cero, lo que representa una caracteristica
definidora de la media. Si se utilizan potencias mas elevadas, se obtienen nuevas
medidas que ofrecen mayor informacion' estadistica. Asi, el momento de segundo orden es
la varianza:

Otros dos momentos de interés estadistico son los de tercer y cuarto orden, que se
definen como los promedios de las potencias de tercer y cuarto orden de las desviaciones
con respecto a la media, respectivamente:

N
my=—r [3.19]
. Ex [3.20]

TN
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En general, el momento de orden r de una distribucion de frecuencias con respecto
a un origen arbitrario Xo viene dado por la expresion:

i R
m,=—lv—z(Xi—-Xo)' [3.21]

Si X0 = O se tienen los momentos respecto al origen 1/N Zx7. Con todo, los
momentos mas utilizados en estadistica son los momentos con respecto a la media y ello
por las dos ventajas que presentan. En primer lugar, por el hecho de que las potencias de
orden par tienen el efecto de eliminar los signos negativos, pero las de orden impar pre-
servan los signos negativos en el numerador de los momentos, y, en segundo lugar, por el
hecho de que las potencias mas altas tienden a destacar mayores desviaciones con
respecto a la media.

El momento de tercer orden es un indice de asimetria porque es un momento
impar: en consecuencia, si las puntuaciones altas y bajas no se equilibran alrededor de
la media, no seria igual a cero. Ademas, como se trata de un momento elevado, acentua
las desviaciones extremas con respecto a la media que puedan existir. El momento de
cuarto orden es un momento par, por lo que no diferencia entre las desviaciones por
encima o por debajo de la escala media. Como se trata de un momento elevado, acentua
también las desviaciones de las puntuaciones que se encuentran en ambos extremos de
la distribucién. Por eso, el momento de cuarto orden resulta ttil como medida del grado
de curtosis en una distribucion.

Los momentos vienen medidos en las unidades de medicion de las puntuaciones de
la distribucion correspondiente. Pero como con frecuencia hacen falta medidas relativas
de la asimetria y de la curtosis que no tengan en cuenta la unidad de medicién, en tal
caso se utilizan dos medidas, B1 y B2, que se definen del siguiente modo:

Bt [3.22]
vV m;

B [3.23]
m;

El primero se utiliza como medida del sesgo o asimetria, y el segundo como medida
de curtosis. Veamos algunas de sus propiedades.

El sesgo es el grado de asimetria, o falta de simetria, de una distribucién. Ya
hemos visto anteriormente que si la curva de frecuencias de una distribuciéon tiene una
«cola» mas larga a la derecha del maximo central que a la izquierda, se dice de la
distribuciéon que esta sesgada a la derecha o que tiene sesgo positivo. Si ocurre lo
contrario, se dice que la curva esta sesgada a la izquierda o que tiene sesgo negativo.
También hemos visto con anterioridad que, segun el grado y tipo de simetria, asi se
sitian en orden relativo la moda, la media y la mediana. Pues bien, una forma de medir
el sesgo de una curva viene dada por la siguiente formula:
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Media-Moda

Sesgo= -
Desviacion tipica

Ahora bien, esta formula requiere el calculo de tres indices, por lo que se utiliza
una formula mas sencilla en base a los momentos de segundo y tercer orden, y que no es

otra que el coeficiente Bi:
ms

Vm?

Coeficiente de sesgo=B,=

Si la curva esta sesgada a la derecha, B: tendra un valor positivo, mientras que si
el sesgo es negativo, B; ofrecera un valor negativo. Por ser una magnitud relativa, B:
expresa la cantidad relativa de asimetria y puede ser utilizada para comparar
distribuciones que contienen diferentes unidades de medicion.

En cuanto a By, se utiliza como coeficiente de curtosis o medida del grado de
apuntamiento de una distribucion. Los valores pequenos de Bx representan una curva
platicurtica (mas baja que la curva normal), mientras que valores altos de B2 indican una
distribucion leptocurtica o apuntada. La curva normal tiene un valor de Bz igual a tres. A
continuacion vamos a ocuparnos de este ultimo tipo de distribucion.

3.5. LA DISTRIBUCION NORMAL.

Vamos a tratar ahora un tipo especial de distribucion de frecuencias, la curva
normal, que es muy importante en el analisis estadistico. Tal distribucion resulta util no
s6lo porque un gran numero de distribuciones de frecuencias presentan formas
aproximadamente normales, sino también por la significatividad tedrica de la curva
normal en el campo de la estadistica inferencial. Ahora no vamos a ocuparnos de este
ultimo aspecto, limitandonos a exponer las propiedades de la curva normal en relacion a
la desviacion tipica. [1]

Antes de continuar adelante conviene que distingamos entre distribuciones de
frecuencias finitas y distribuciones de frecuencias infinitas. Las distribuciones que hemos
visto hasta ahora siempre se han referido a un numero finito de casos. Sin embargo,
resulta util, desde un punto de vista matematico, pensar en términos de distribuciones
basadas en un numero infinito de casos. Tales distribuciones vendran representadas por
curvas cuyos extremos se van acercando suavemente al eje X, pero sin cruzarse con €l, y
que, ademas, pueden expresarse por medio de ecuaciones matematicas relativamente
simples. La distribucion normal es una curva de este tipo. Veamos algunas de sus
caracteristicas.

3.5.1. La curva normal
La curva normal responde al tipo de curva perfectamente simétrica, basada en un
numero infinito de casos, por lo que s6lo puede ser tratada de forma aproximada cuando

se opera con datos reales. Tiene una forma acampanada, tal como se observa a
continuacion:
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Forma gencral de una curva normal

Por tratarse de una curva simétrica y unimodal, coinciden la media, la moda y la
mediana. La ecuacion matematica de la curva normal es relativamente simple, en la que
intervienen la desviacion tipica s y las desviaciones de las puntuaciones con respecto a la
media [X-XI, de la forma siguiente:

1 (X——)—()Z
Y=o exp| . 277
— 3.24
sy 2r 2s? [ ]

en donde Y representa la altura de la curva para cualquier valor dado de X, valor de la
puntuacion en la abscisa; exp representa la base e de los logaritmos naturales, elevada a
la potencia indicada entre paréntesis, y m es el numero pi. No resulta necesario
memorizar esta formula, sino recordar simplemente que en su composicion intervienen la
media y a desviacion tipica. Ademas, en la practica nunca se utiliza la féormula [3.24], ya
que para operar con ella se utilizan unas tablas que dan directamente el area que queda
por debajo de la curva normal para determinados intervalos. Esta tabla se ha podido
construir basandose en una importante propiedad de la curva normal, y es que, con
independencia de los valores particulares que tomen la media y la desviacion tipica de
una curva normal cualquiera, habra siempre un area constante (o proporcion de casos)
entre la media y una ordenada que se encuentre situada a una distancia dada con
respecto a la media en términos de unidades de desviacion tipica.

En términos estadisticos, resulta conveniente considerar una curva normal cuyas
puntuaciones se expresen en puntuaciones tipicas -puntuaciones z- en lugar de sus
unidades originales (pesetas, anos, etc.). Es lo que se llama una curva normal tipificada,
y al venir la variable X presada en unidades de desviacion z =|X — X| /s, la ecuacion
[3.24] ceda sustituida por la forma llamada tipificada:

En este caso se dice que la curva se distribuye normalmente con media cero y
varianza uno.

Un grafico de esta curva normal tipificada se muestra en la figura 2, indicandose
en el mismo grafico las areas incluidas entre s = -1y + 1,s=-2y +2, s =-3y +3, que
son, respectivamente, el 68,27, 95,45 y 99,73 por 100 del area total, que, como se
recordara, vale uno.
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FIGURA 2

Areas bajo la curva normal

Dicho de otra forma, alejandonos una unidad, dos unidades o tres unidades de
desviacion tipica con respecto a la media se encuentra el 68,27, el 95,45 y el 99,73 por
100, respectivamente, del area total.

Esta propiedad de la curva normal ofrece una interpretacion de la desviacion tipica
y un método para visualizar su significado. Y es que son muchas las distribuciones de
frecuencias que son lo suficientemente parecidas a la distribucion normal como para que
en ellas se den también las anteriores relaciones entre areas y desviaciones tipicas.
Incluso en el caso de distribuciones de ingresos economicos, o distribuciones de la talla y
del peso de la poblacion, que son ligeramente asimétricas en la direccion de los valores
altos, habitualmente se puede encontrar que los dos tercios de los casos se encuentran
dentro de una unidad de desviacion tipica con respecto a la media.

Los valores numéricos de cualquier curva normal pueden transformarse de tal
modo que una sola tabla puede ser utilizada para evaluar la proporcion de casos que
queda dentro de un determinado intervalo. Supongamos, por ejemplo, que tenemos una
curva normal de media 60 y desviacion tipica 15, y que deseamos conocer la proporcion
de casos que queda dentro del intervalo 60 a 85. Para ello, calculamos en primer lugar el
numero de unidades de desviacion tipica que separa a 85 de 60, y lo hacemos mediante
la féormula:

x-X 85—60
= = =1,66
s 15

El valor de z = 1,66 indica que la ordenada se encuentra a 1,66 unidades de
desviacion tipica con respecto a la media. Para saber la proporcion de casos que queda
dentro de dicho intervalo recurriremos a la tabla B del apéndice, en la que aparecen las
areas que quedan por debajo de la curva normal para diferentes valores de z. Los valores
de z, aparecen en la columna de la izquierda y en la fila superior. Los dos primeros
digitos de z se obtienen leyendo a lo largo de la columna de la izquierda, y el tercer digito
leyendo en la fila superior. Las cifras que forman el interior de la tabla indican la
proporcion del area entre la media (que vale 0) y la ordenada correspondiente a z. En el
ejemplo anterior, con z = 1,66 el area que queda dentro de tales limites vale 0,4515. Si el
valor de z hubiera sido 1,6 el area correspondiente hubiera sido 0,4452. Es decir, que
aproximadamente el 45 por 100 de los casos queda dentro del intervalo 60 a 85 en la
distribucion normal de media 60 y desviacion tipica 15.
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Aunque hemos dicho anteriormente que muchas distribuciones de frecuencias se
asemejan a la distribucion normal, son mas todavia las que se alejan del modelo normal.
En tal caso, no se pueden utilizar para estas distribuciones las propiedades de la
desviacion tipica que se han visto al estudiar la curva normal. De ahi que para describir
correctamente tales distribuciones habra que recurrir a otras medidas de tendencia
central, forma y variacion.

3.6 TERMINOLOGIA

Se recomienda la memorizacion y comprension del significado de cada uno de los
términos y conceptos siguientes:

- Posicion o tendencia central de una distribucion.
- Moda.

- Mediana.

- Media aritmética.

- Media geométrica.

- Media armoénica.

- Media cuadratica.

- Variacion o dispersion de una distribucion.

- Recorrido o rango.

- Recorrido intercuartilico, recorrido semiintercuartilico.
- Desviacion media.

- Desviacion tipica.

- Varianza.

- Coeficiente de variabilidad.

- Puntuaciones normalizadas o tipicas.

- Simetria/asimetria de una distribucion. Sesgo.

- Curtosis.

- Momentos de orden n.

- Distribucion normal. Curva normal.

EJERCICIOS

1. Calcular la moda, mediana y media en la distribucion de frecuencias del ejercicio 4 del
capitulo 2.

2. Calcular la moda, mediana y media en la distribucion de frecuencias del ejercicio 5 del
capitulo 2.

3. En una encuesta de opinion publica la poblacion se autoubicé en una escala
ideologica izquierda-derecha (recorrido 1-10) tal como aparece en la siguiente
distribucion. Calcular la media y la mediana.

Escala fi
izquierda-derecha
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1-2 13
3-4 17
5-6 42
7-8 17
9-10 11

4. Las calificaciones de un estudiante en los cuatro examenes parciales del curso fueron
5, 7, 6, 8. Si los pesos asignados a cada examen son 1, 2, 2, 1, ¢cual es la nota final del
curso? ¢Cual seria si todos los pesos fuesen iguales?

5. El salario medio percibido por los empleados de una empresa es 80.000 pesetas. El
salario medio de un hombre en dicha empresa es 85.000 pesetas y el de las mujeres
78.000 pesetas. Determinar el porcentaje de hombres y mujeres que trabajan en la
empresa.

6. Calcular el recorrido, el rango intercuartilico, la desviacion media, la varianza y la
desviacion tipica en la distribucion de frecuencias del ejercicio 4 del capitulo 2.

7. Calcular el recorrido, el rango intercuartilico, la desviacion media, la varianza y la
desviacion tipica en la distribucion de frecuencias del ejercicio 5 del capitulo 2.

8. Si la media de una distribucion normal es 70 y su desviacion tipica 8:

a) ¢Qué proporcion de casos se encuentra entre 70 y 85?

b) ¢Qué proporcion de casos se encuentra entre 80 y 93?

¢) ¢Qué proporcion de casos es menor de 65?

d) ¢Cuantas unidades de desviacion tipica a ambos lados de la media hay que
recorrer para obtener dos colas que contengan cada una de ellas el 3 por 100 del area
total? ¢Y el 10 por 100?

e) ¢Qué puntuacion tiene el 5 por 100 de los casos por encima de ella? (es decir,
localizar el percentil 95).

9. Supodngase que una curva normal tiene una media de 50 y que el 7 por 100 de los
casos tiene puntuaciones por encima de 70. ¢Cual es la desviacion tipica?
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NOTAS:

* El procedimiento es el siguiente: aplicando logaritmos a la expresiéon [3.7] se tiene que,
log Mo =tog * X1 1m0 [(X4) (Xa)... (Xa) = 1/ [log(X.) + log (X1) + log (Xa) +
...+ log (Xu)]. Una vez calculada esta expresion, el valor de Mg se obtendra tomando el
antilogaritmo de la misma, esto es, que Mg = antilog [1/n (log (X1) + log (X2) +...+ log (Xu)]
(1] Al estudiar las pruebas de decision estadistica y la teoria de las muestras en proximos
capitulos, se hara evidente la utilidad de la distribucion normal en la estadistica
inferencial. El objetivo de la presente seccion es el de mostrar las propiedades de la curva
normal y el uso de las tablas basadas en ella.
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